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МАТЕМАТИКА ЕГЭ 2010 
Задания С1 и С2 

 
Корянов А.Г.                             г.Брянск 

 
 

Задания С1 
 

 
● (Д – 2010) Решите систему уравнений  
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1. Решите систему уравнений  
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2. Решите систему уравнений  
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3. Решите систему уравнений  
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4. Решите систему уравнений  
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5. Решите систему уравнений  
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6. Решите систему уравнений  
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7. Решите систему уравнений  
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8. Решите систему уравнений  
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9. Решите систему уравнений  
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11. Решите систему уравнений  
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12. Решите систему уравнений  
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13. Решите систему уравнений  
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14. Решите систему уравнений  
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15. Решите систему уравнений  
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16. Решите систему уравнений  
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17. Решите систему уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+
=+−

135sin6
03sin7sin2 2

yx
xx

 

Ответ: .,2;
6

)1( Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅− ππ  

18. Решите систему уравнений  
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20. Решите систему уравнений  
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21. Решите систему уравнений  
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22. Решите систему уравнений  
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24. Решите систему уравнений  
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25. Решите систему уравнений 
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26. Решите систему уравнений  
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27. Решите систему уравнений  
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28. Решите систему уравнений  
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⎩
⎨
⎧

−=
−=

6
2

ctgxy
tgxy

 

Ответ: ;,32;
6

Znn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ  



 3

.,32;
6

Zkk ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ππ  

31. Решите систему уравнений  
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33. Решите систему уравнений  
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Решение. Из первого уравнения системы следу-
ет  01sin3sin2 2 =+− xx  и 0>y . Пусть 

tx =sin , где  11 ≤≤− t . Из уравнения  

0132 2 =+− tt  получаем корни  ,11 =t  
2
1

2 =t , 

которые удовлетворяют условию 11 ≤≤− t . 
а) Если 1sin =x , то 0cos =x  и из второго урав-
нения системы имеем 0=y . Это значение не 
удовлетворяет условию 0>y . 

б) Пусть 
2
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1cossin 22 =+ xx  получаем 
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удовлетворяет условию 0>y ). 

Из уравнения  
2
1sin =x  имеем 
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Критерии: 
Содержание критерия Баллы 

Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Получен ответ, возможно, 
неверный, но только из-за 
того, что в решении не уч-
тено, что знаменатель дроби 
существует и отличен от 
нуля. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
34. Решите систему уравнений  
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35. Решите систему уравнений  
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39. Решите систему уравнений 
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Решение. Рассмотрим два случая, связанные с 
раскрытием модуля. 
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Критерии: 
Содержание критерия Баллы 

Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Получен ответ, но решение 
не верно из-за ошибки в 
формулах или значениях 
тригонометрических функ-
ций, из-за неверной записи 
ответа. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
41. Решите систему уравнений 
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42. Решите систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

2
sin
sin

3
2

y
x

yx π

 

Ответ: .,
6

;
2

Znnn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ ππππ  

 
 

Задания С 2 
 

РАССТОЯНИЯ И УГЛЫ  
В ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Методы решения задач 

 
1. Поэтапно-вычислительный метод 
2. Координатный метод 
3. Координатно-векторный метод 
4. Векторный метод 
5. Метод объемов 
6. Метод ключевых задач 

 
Ключевые задачи 

 
1.   Координаты точки ( )zyxM ;; , делящей отре-
зок 21MM  между точками ( )1111 ;; zyxM  и 
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( )2222 ;; zyxM  в отношении MM 1 : λ=2MM , 

определяются формулами 
λ
λ

+
+

=
1

21 xxx ,  

λ
λ

+
+

=
1

21 yy
y ,  

λ
λ

+
+

=
1

21 zz
z . 

2. Найти угол между диагоналями смежных гра-
ней куба. 
3. Найти угол между диагональю куба и скре-
щивающейся с ней диагональю грани. 
4. Найти угол между диагональю куба и плоско-
стью, проведенной через концы трех ребер куба, 
выходящих из той же вершины, что и диагональ. 
5. В кубе 1111 DCBABCDA  диагональ 1BD  пер-
пендикулярна плоскостям CAB1  и 11DCA  и де-
лится ими на три равные части. 
6. Отрезки, соединяющие середины противоле-
жащих ребер тетраэдра, пересекаются в одной 
точке и делятся этой точкой пополам. 
7. В правильной треугольной пирамиде скрещи-
вающиеся ребра перпендикулярны. 
8. Отрезок, соединяющий середины скрещи-
вающихся ребер правильного тетраэдра, являет-
ся их общим перпендикуляром и имеет длину  

2
2а , где  а – длина ребра. 

9. Любое сечение треугольной пирамиды плос-
костью, параллельной ее скрещивающимся реб-
рам, является параллелограммом. 
10. Любое сечение правильной треугольной пи-
рамиды плоскостью, параллельной ее скрещи-
вающимся ребрам, есть прямоугольник. 
 
 

1. Расстояние между двумя точками 
 

     Расстояние между точками  А и В  можно вы-
числить: 
1) как длину отрезка  АВ, если отрезок АВ удает-
ся включить в некоторый треугольник в качест-
ве одной из его сторон; 
2) по формуле 
( ) ( ) ( ) ( )2

12
2

12
2

12; zzyyxxBA −+−+−=ρ , где 
( )111 ;; zyxA ,  ( )222 ;; zyxB ; 

3) по формуле  
2

ABAB = . 

 
Пример 1. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  на 
диагоналях граней 1AD  и 11BD  взяты точки Е и 

F так, что 11 3
1 ADED = , 111 3

2 BDFD = . Найдите 

длину отрезка EF.  

Решение. Длину отрезка  EF  найдем по теореме 
косинусов из треугольника EFD1  (рис. 1), в ко-

тором 2
3
2

1 =FD , 2
3
1

1 =ED , 
31
π

=∠ EFD  

(треугольник 11DAB  является равносторонним). 
Имеем  

=⋅⋅−+=
3

cos2 11
2

1
2

1
2 πFDEDFDEDEF  

3
2

2
1

3
22

3
22

9
8

9
2

=⋅⋅⋅−+= , откуда 
3
6

=EF . 

 

 
 

Рис. 1 
 

Ответ: 
3
6 . 

 
1. (П) Ребра правильной четырехугольной приз-
мы равны 1,  4 и 4. Найдите расстояние от вер-
шины до центра основания призмы, не содер-
жащего эту вершину. 
Ответ: 3. 
 

    2. Расстояние от точки до прямой 
                                

   Расстояние от точки до прямой, не содержа-
щей эту точку, есть длина отрезка перпендику-
ляра, проведенного из этой точки на прямую. 
   Расстояние между двумя параллельными пря-
мыми равно длине отрезка их общего перпенди-
куляра. 
   Расстояние между двумя параллельными пря-
мыми равно расстоянию от любой точки одной 
из этих прямых до другой прямой. 
 
 
    Расстояние от точки до прямой можно вы-
числить: 
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1) как длину отрезка перпендикуляра, если уда-
ется включить этот отрезок в некоторый тре-
угольник в качестве одной из высот; 
2) используя векторный метод; 
3) используя координатно-векторный метод. 
 
Пример 2. При условиях примера 1 найдите 
расстояние от точки 1D  до прямой EF. 
Решение. Пусть h – длина высоты треугольника 

EFD1 , опущенной из точки 1D . Найдем  h, ис-
пользуя метод площадей. Площадь треугольни-

ка EFD1  равна =∠⋅⋅ EFDEDFD 111 sin
2
1  

9
3

2
3

3
2

3
22

2
1

=⋅⋅⋅= . С другой стороны 

площадь треугольника EFD1  равна 

hhFE
6
6

2
1

=⋅ . Из уравнения h
6
6

9
3
=  нахо-

дим искомое расстояние 
3
2

=h . 

Замечание. Можно заметить, что выполняется 
равенство 2

1
2

1
2 FDEDFE =+ , то есть тре-

угольник EFD1  прямоугольный и длина отрезка 
ED1  является искомым расстоянием. 

Ответ: 
3
2 . 

1. (П) В единичном кубе 1111 DCBABCDA  найди-
те расстояние от точки А до прямой: 
a) 11DB ; б) СА1 ; в) 1BD . 

Ответ: а) 
2
6 ; б) 

3
6 ; в) 

3
6 . 

2. (П) В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

расстояние от точки А до прямой 1ВС . 

Ответ: 
4
14 . 

3. (П) В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите расстояние от точки А до прямой: 
а) DЕ; б) 11ED ; в) 11CB ; г) 1BE ; д) 1BC ; е) 1CE ; 
ж) 1CF ; з) 1CB . 

Ответ: а) 3 ; б) 2; в) 
2
7 ; г)  

5
52 ; д) 

4
14 ;  

е)  2 ; ж) 
5
30 ; з)  

4
30 . 

4. (П) Основание прямой призмы  

1111 DCBABCDA  − ромб  ABCD, в котором  
,10=АВ  .76=АС  Боковое ребро  1АА   равно 

.213  Найдите расстояние от вершины  В  до 
прямой .1АС  
Ответ: 8. 
 

 
3. Расстояние от точки до плоскости 

 
 

 • Расстояние от точки до плоскости, не со-
держащей эту точку, есть длина отрезка перпен-
дикуляра, опущенного из этой точки на плос-
кость.  
 • Расстояние между прямой и параллельной ей 
плоскостью равно длине их общего перпенди-
куляра.  
 • Расстояние между прямой и параллельной ей 
плоскостью равно расстоянию от любой точки 
этой прямой до плоскости. 
 • Расстояние между двумя параллельными 
плоскостями равно длине их общего перпенди-
куляра. 
 • Расстояние между двумя параллельными 
плоскостями равно расстоянию между точкой 
одной из этих плоскостей и другой плоскостью. 
 
 
Расстояние от точки М до плоскости α   
1) равно расстоянию до плоскости α  от произ-
вольной точки Р, лежащей на прямой l, которая 
проходит через точку М и параллельна плоско-
сти α ; 
2) равно расстоянию до плоскости α  от произ-
вольной точки Р, лежащей на плоскости β , ко-
торая проходит через точку М и параллельна 
плоскости α ; 

3)  вычисляется по формуле  
1

1 r
rρρ = ,  где 

( )αρρ ;M= ,  ( )αρρ ;11 M= , ,rOM =   
,11 rOM = OMM =∩α1 ; в частности, 1ρρ = , 

если 1rr = :  
прямая  m, проходящая через точку  М, пересе-
кает плоскость  α  в точке О, а точка  1М  лежит 
на прямой  m; 
4) вычисляется по формуле 

( ) ( )
ABC

ABCM

S
V

ABCMM
3

;; == ραρ , где треугольник 

АВС расположен на плоскости  α,  а объем пи-
рамиды  АВСМ   равен  ABCMV ; 
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5) вычисляется по формуле 

( )
222

000;
CBA

DCzByAx
M

++

+++
=αρ , где 

 ( )000 ;; zyxM , плоскость α  задана уравнением  
0=+++ DCzByAx ; 

6) находится с помощью векторного метода; 
7) находится с помощью координатно-
векторного метода. 

 
Пример 3. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1С  до плоскости 

САВ1 . 
Решение. Так как прямая 11СА  параллельна АС, 
то прямая 11СА  параллельна плоскости САВ1  
(рис. 2). Поэтому искомое расстояние h равно 
расстоянию от произвольной точки прямой 11СА  
до плоскости САВ1 . Например, расстояние от 
центра 1О  квадрата 1111 DCBA  до плоскости 

САВ1  равно h. 
 

 
 

Рис. 2 
 
     Пусть Е – основание перпендикуляра, опу-
щенного из точки 1О  на прямую ОВ1 , где О – 
центр квадрата ABCD . Прямая ЕО1  лежит в 
плоскости DDBB 11 , а прямая АС перпендику-
лярна этой плоскости. Поэтому АСЕО ⊥1  и 
ЕО1  - перпендикуляр к плоскости САВ1 , а  

hЕО =1 . 

    Так как 
2
2

11 =ОВ , 11 =ОО , то 

2
31

2
1

1 =+=ОВ . Выражая двумя способами 

площадь треугольника ООВ 11 , получим 

1
2
2

2
3

⋅=⋅h , откуда 
3
3

=h . 

 

Ответ: 
3
3 . 

 
1. Ребро  AD  пирамиды  DABC  перпендикуляр-
но плоскости основания  АВС. Найдите расстоя-
ние от вершины  А  до плоскости, проходящей 
через середины ребер  АВ,  АС  и  AD, если 

,52=AD  ,10== ACAB  .54=BC  
Ответ: 2. 
 

 
4. Расстояние между 

скрещивающимися прямыми 
 
   Расстояние между двумя скрещивающимися 
прямыми равно длине отрезка их общего пер-
пендикуляра.    
      
Расстояние между скрещивающимися прямыми 
1) равно расстоянию от любой точки одной из 
этих прямых до плоскости, проходящей через 
вторую прямую параллельно первой прямой; 
2) равно расстоянию между двумя параллель-
ными плоскостями, содержащими эти прямые; 
3) равно ( ) ( )1;; bAba ρρ = , где αaA = ,  αbb =1 : 
если ортогональная проекция на плоскость  α  
переводит прямую а  в точку А, а прямую  b в 
прямую 1b , то расстояние между скрещиваю-
щимися прямыми  а  и  b равно расстоянию от 
точки А до прямой 1b ; 
4) вычисляется по формуле 

( )
ϕ

ρ
sin

6
;

⋅⋅
=

CDAB
V

CDAB ABCD  где  А  и В – точки 

на одной прямой, С и D – точки на другой пря-
мой, ϕ - угол между данными прямыми; 
5) определяется с помощью векторного метода; 
6) определяется с помощью координатно-
векторного метода. 
 
Пример 4. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите расстояние между прямыми  BD и SA. 
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Решение. Пусть Е – основание перпендикуляра 
(рис. 3), опущенного из точки О на ребро SA. 
Так как прямая BD перпендикулярна плоскости 
AOS, то OEBD ⊥ .  
     Таким образом, ОЕ – общий перпендикуляр к 
скрещивающимся прямым BD и SA. 
     Найдем его длину, вычислив двумя способа-
ми площадь треугольника AOS. 
     Из равенства ,OEASSOAO ⋅=⋅ где 

2
2

=AO , ,1=AS  
2
2

=SO  следует, что 

2
1

=OE . 

 
 

Рис. 3 
Ответ: 0,5. 
 
1. В пирамиде  DABC  известны длины ребер:  

,10==== DCDBACAB  .12== DABC  Най-
дите расстояние между прямыми  DA  и  ВС. 
Ответ: .72  
 

 
5. Угол между двумя прямыми 

 
• Углом между двумя пересекающимися пря-
мыми называется наименьший из углов, образо-
ванных при пересечении прямых. 
• ( ) 90;0 ≤∠< ba . 
•  Углом между скрещивающимися прямыми 
называется угол между пересекающимися пря-
мыми, соответственно параллельными данным 
скрещивающимся. 
• Две прямые называются перпендикулярными, 
если угол между ними равен 90 . 
•  Угол между параллельными прямыми счита-
ется равным нулю. 

 
• При нахождении угла между прямыми исполь-
зуют: 

1) формулу 
bc

acb

2
cos

222 −+
=ϕ  для нахожде-

ния угла ϕ  между прямыми m  и  l , если сторо-
ны а  и  b треугольника АВС соответственно па-
раллельны  этим прямым; 

2) формулу 
qp

qp

⋅

⋅
=ϕcos  или в координатной 

форме  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

++
=ϕ  для на-

хождения угла ϕ  между прямыми m  и  l , если 
векторы ( )111 ;; zyxp  и  ( )222 ;; zyxq  параллельны 
соответственно этим прямым; в частности, для 
того чтобы прямые m  и  l  были перпендику-
лярны, необходимо и достаточно, чтобы  

0=⋅ qp  или 0212121 =++ zzyyxx ; 
3)  ключевые задачи. 

 
Пример 5. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми DA1  и ED1 , где Е – середина 
ребра 1CC . 
Решение. Пусть F – середина ребра 1ВВ , а – 
ребро куба, ϕ - искомый угол. 
     Так как EDFA 11 , то  ϕ -  угол при вершине 

1A  в треугольнике FDA1 . 
Из треугольника BFD имеем 

4
9

4
2

22
2222 aaaBFBDFD =+=+= , а из тре-

угольника FBA 11  получаем 

4
5

4

22
22

1
2

11
2

1
aaaFBBAFA =+=+= , откуда 

2
5

1
aFA = . 

Далее в треугольнике FDA1  используем теоре-
му косинусов  

ϕcos2 11
2

1
2

1
2 FADAFADAFD ⋅−+= , 

ϕcos
2

522
4

52
4

9 2
2

2 aaaaa
⋅−+= , откуда 

10
1cos =ϕ  и 

10
1arccos=ϕ . 
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Рис. 4 
 

Ответ: 
10
1arccos . 

 
1. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11CB . Найдите ко-
синус угла между прямыми АЕ  и BF. 
Ответ: 0,8. 
2. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DC . Найдите ко-
синус угла между прямыми АЕ  и BF. 

Ответ: 
5
5 . 

3. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите косинус угла между пря-
мыми АЕ  и 1ВD . 

Ответ: 
5
15 . 

4. К диагонали куба провели перпендикуляры из 
остальных вершин куба. На сколько частей и в 
каком отношении основания этих перпендику-
ляров разделили диагональ? 
Ответ: на три части в отношении 1:1:1. 
5. К диагонали CA1   куба 1111 DCBABCDA  про-
вели перпендикуляры из середин ребер  АВ  и  
AD.  Найдите угол между этими перпендикуля-
рами. 
Ответ: 60 . 
6. К диагонали CA1   куба 1111 DCBABCDA  про-
вели перпендикуляры из вершин А  и В.  Найди-
те угол между этими перпендикулярами. 
Ответ: 60 . 

7. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

косинус угла между прямыми АВ  и CA1 . 

Ответ: 
4
2 . 

8. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 

косинус угла между прямыми  1AВ   и  1BC . 

Ответ: 
4
1 . 

9. Непересекающиеся диагонали двух смежных 
боковых граней прямоугольного параллелепи-
педа образуют с плоскостью его основания углы 
ϕ и ψ. Найдите угол между этими диагоналями. 
Ответ: ( )ψϕ sinsinarccos ⋅  
10. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точки D, 
Е – середины ребер соответственно 11ВA  и 11CB . 
Найдите косинус угла между прямыми АD  и  
ВЕ. 
Ответ: 0,7. 
11. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точка D 
– середина ребра 11ВA . Найдите косинус угла 
между прямыми АD  и  1BC . 

Ответ: 
20
103 . 

12. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BC . 
Ответ: 0,75. 
13. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BD . 

Ответ: 
4
2 . 

14. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, найдите косинус угла между прямыми 1AB  и  

1BE . 
Ответ: 90 . 
15. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точки G, H – середины ребер соответственно 

11ВA  и 11CB . Найдите косинус угла между пря-
мыми АG  и BH. 
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Ответ: 0,9. 
16. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите ко-
синус угла между прямыми АG  и 1BC . 

Ответ: 
4
10 . 

17. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите ко-
синус угла между прямыми АG  и 1BD . 

Ответ: 
5
5 . 

18. Найдите угол между непересекающимися 
медианами граней правильного тетраэдра.  

Ответ: ;
6
1arccos  

3
2arccos . 

19.  В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD, все ребра которой равны 1, точки Е, F – 
середины ребер соответственно SB и SC. Найди-
те косинус угла между прямыми АЕ  и BF. 

Ответ: 
6
1 . 

20. Ребра АD  и ВС пирамиды DABC равны 24 
см и 10 см. Расстояние между серединами ребер 
BD  и AC  равно 13 см. Найдите угол между 
прямыми АD  и ВС. 
Ответ: 90 . 
 

6. Угол между прямой и плоскостью 
 
 

• Углом между плоскостью и не перпендику-
лярной ей прямой называется угол между этой 
прямой и ее проекцией на данную плоскость. 
• 90);(0 <∠< αa . 
• Угол между взаимно перпендикулярными 
прямой и плоскостью равен 90 . 
• Если прямая параллельна плоскости (или ле-
жит в ней), то угол между ними считается рав-
ным 0 . 
 
Угол между прямой  l  и плоскостью α  можно 
вычислить: 
1)  если этот угол удается включить в прямо-
угольный треугольник в качестве одного из ост-
рых углов; 

2)  по формуле  ( ) ( )
AM
Ml αραϕ ;;sinsin =∠= , где 

lM ∈ ,  ;Al =∩α  

3)  по формуле  
pn

pn

⋅

⋅
=ϕsin  или в координат-

ной форме 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121sin
zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

++
=ϕ , где 

( )111 ;; zyxn - вектор нормали плоскости α , 
( )222 ;; zyxp - направляющий вектор прямой l;  

• прямая  l  и плоскость α  параллельны тогда и 
только тогда, когда  0212121 =++ zzyyxx ;  
4)  используя векторный метод; 
5)  используя координатно-векторный метод; 
6)  используя ключевые задачи. 

 
Пример 6. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 
угол между прямой 1АВ  и плоскостью ССАА 11 . 
Решение. Пусть D – середина 11СА , тогда DB1  - 
перпендикуляр к плоскости ССАА 11 , а D – про-
екция точки 1В  на эту плоскость (рис. 5). 

     Если ϕ - искомый угол, то 
1

1sin
AB

DB
=ϕ , где 

21 =AB , 
2
3

1 =DB , и поэтому 
4
6sin =ϕ ,  

4
6arcsin=ϕ . 

 

 
 

Рис. 5 
 

Ответ: 
4
6arcsin . 
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1.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол между 
прямой 1AВ  и плоскостью 1ABC . 
Ответ: 30 . 
2.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите тангенс угла 
между прямой 1AA  и плоскостью DBC1 . 

Ответ: 
2
2 . 

3.  В кубе 1111 DCBABCDA  найдите тангенс угла 
между прямой 1AC  и плоскостью 1BCC . 

Ответ: 
2
2 . 

4. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите синус угла между прямой 
АЕ  и плоскостью 1ВDD . 

Ответ: 
10
10 . 

5. В кубе 1111 DCBABCDA  точка Е – середина 
ребра 11ВA . Найдите синус угла между прямой 
АЕ  и плоскостью 1ВDC . 

Ответ: 
15
15 . 

6. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA  найдите угол между плоскостью 

CAA1  и прямой  ВA1 , если 31 =AA ,  4=AB ,  
.4=BC  

Ответ: .
5

22arcsin  

7. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA  найдите угол между плоскостью 

BCA1  и прямой  1BC , если 81 =AA ,  6=AB ,  
15=BC . 

Ответ: .
85
24arcsin  

8. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 41 =AA ,  611 =DA , 

611 =DC  найдите тангенс угла между плоско-
стью 1ADD  и прямой  EF, проходящей через се-
редины ребер АВ  и  11CB . 

 Ответ: 
5
3 . 

9. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 4=AB ,  6=BC , 

41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-
стью АВС и прямой  EF, проходящей через се-
редины ребер 1AA   и  11DC . 

 Ответ: 
10
1 . 

10. В правильной треугольной призме 
111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точка D 

– середина ребра 11ВA . Найдите синус угла ме-
жду прямой АD  и  плоскостью 1BСC . 

Ответ: 
10
15 . 

11. В основании прямой призмы 111 KNMNKM  
лежит прямоугольный треугольник  MNK, у ко-
торого угол  N  равен 90 , угол  M  равен 60 , 

18=NK . Диагональ боковой грани NM 1  со-
ставляет угол 30  с плоскостью  11KMM . Най-
дите высоту призмы. 
Ответ: 66 . 
12. В основании прямой призмы 111 CBABCA  ле-
жит прямоугольный треугольник  АВС, у кото-
рого угол  С  равен 90 , угол  А  равен 30 , 

310=AC . Диагональ боковой грани CB1  со-
ставляет угол 30  с плоскостью  11BAA . Найдите 
высоту призмы. 
Ответ: 210 . 
Критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен вер-
ный ответ. 2 

Способ нахождения иско-
мой величины верен, но по-
лучен неверный ответ или 
решение не закончено. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
13. В правильной шестиугольной призме 

111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 
1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите си-
нус угла между прямой АG  и 1BСС . 

Ответ: 
10
15 . 

14. В правильной шестиугольной призме 
111111 FEDCBABCDEFA , все ребра которой равны 

1, точка G – середина ребра 11ВA . Найдите си-
нус угла между прямой АG  и 1BDD . 

Ответ: 
5
5 . 

15. В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD, все ребра которой равны 1, найдите ко-
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синус угла между прямой АВ  и плоскостью 
SAD. 

Ответ: 
3
3 . 

16. В правильной шестиугольной пирамиде 
SABCDEF, боковые ребра которой равны 2, а 
стороны основания – 1, найдите косинус угла 
между прямой АС  и плоскостью SAF. 

Ответ: 
5
5 . 

 
 

7. Угол между плоскостями 
 

 •  Двугранный угол, образованный полуплоско-
стями измеряется величиной его линейного угла, 
получаемого при пересечении двугранного угла 
плоскостью, перпендикулярной его ребру. 
 • Величина двугранного угла принадлежит 
промежутку  ( )180;0 . 
 • Величина угла между пересекающимися плос-
костями принадлежит промежутку ( ]90;0 . 
 • Угол между двумя параллельными плоско-
стями считается равным 0 .   

 
Угол между пересекающимися плоскостями 
можно вычислить: 
1)  как угол между прямыми, лежащими в этих 
плоскостях и перпендикулярными к линии их 
пересечения; 
2)  как угол треугольника, если удается вклю-
чить линейный угол в некоторый треугольник; 

3)  по формуле  ( ) ( )
( )lM
M

;
;;sin

ρ
βρβα =∠ , где 

;α∈M   l=∩ βα ; 

4)  по формуле ( )
S
S ′

=∠ βα ;cos , где S – площадь 

фигуры Ф, расположенной в плоскости α , S ′  - 
площадь проекции фигуры Ф на плоскость β ; 
5)  как угол между перпендикулярными им пря-
мыми; 

6) по формуле ( )
21

21
;cos

nn

nn

⋅

⋅
=∠ βα  или в коор-

динатной форме  ( ) =∠ βα ;cos  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
= , где 

( )1111 ;; CBAn  - вектор нормали плоскости 

01111 =+++ DzCyBxA ,  ( )2222 ;; CBAn  - вектор 
нормали плоскости 02222 =+++ DzCyBxA ; 
7)  используя ключевые задачи. 

 
Пример 7. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите двугранный угол между основанием и 
боковой гранью. 
Решение. Пусть Е и  К – середины ребер AD и  
BC соответственно, О – центр основания ABCD  
(рис. 6). Тогда ADSE ⊥ , ADEK ⊥  и поэтому 

ϕ=∠SEK  - линейный угол данного двугранно-
го угла. 

     Так как 1=AD , 
2
1

=OE , 1=SD , то 

2
3

4
1122 =−=−= EDSDSE , 

3
1cos ==

SE
OEϕ , 

3
1arccos=ϕ . 

 

 
 

Рис. 6 
 

Ответ: 
3

1arccos . 

 
1. Дан куб 1111 DCBABCDA . Найдите угол между 
плоскостями  11CAB  и CBA 11 . 

Ответ: 
3
π . 

2. Диагональ CA1  куба 1111 DCBABCDA  
служит ребром двугранного угла, грани которо-
го проходят через середины ребер АВ и 1DD . 
Найдите величину этого угла.  
Ответ: 120 . 
3.  Диагональ CA'  куба '''' DCBABCDA  
служит ребром двугранного угла, грани которо-
го проходят через В и D . Найдите величину 
этого угла.  
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Ответ: 120 . 
4. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DA . Найдите 
тангенс угла между плоскостями АЕF  и 1ВCC . 

Ответ: 
2
5 . 

5. В кубе 1111 DCBABCDA  точки Е, F – середины 
ребер соответственно 11ВA  и 11DA . Найдите 
тангенс угла между плоскостями АЕF  и 1ВDD . 

Ответ: 
4
2 . 

6. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA   известны длины ребер: ,51 =AA   

,12=AB  .8=AD  Найдите тангенс угла между 
плоскостью  АВС  и плоскостью, проходящей 
через точку  В  перпендикулярно прямой  АК,  
если  К  - середина ребра  .11DC  
Ответ: 2. 
7. В прямоугольном параллелепипеде 

1111 DCBABCDA , у которого 4=AB ,  6=BC , 
41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-

стями  1CDD   и  1BDA . 

Ответ: 
2

23 . 

8. В прямоугольном параллелепипеде 
1111 DCBABCDA , у которого 6=AB ,  6=BC , 

41 =CC  найдите тангенс угла между плоско-
стями  1ACD   и  111 CBA . 

Ответ: 
3

22 . 

9. Основание прямой четырехугольной призмы 
1111 DCBABCDA  - прямоугольник ABCD , в кото-

ром 5=АВ , 33=AD . Найдите тангенс угла 
между плоскостью грани DDAA 11  призмы и 
плоскостью, проходящей через середину ребра 
CD  перпендикулярно прямой DB1 , если рас-
стояние между прямыми 11CA  и BDравно 3 . 
Ответ: 1,2. 
10. Основание прямой четырехугольной призмы 

1111 DCBABCDA  - прямоугольник ABCD , в кото-
ром 12=АВ , 31=AD . Найдите тангенс угла 
между плоскостью основания призмы и плоско-
стью, проходящей через середину ребра AD  
перпендикулярно прямой 1BD , если расстояние 
между прямыми AC  и 11DB  равно 5. 

Ответ: 
4
2 . 

11.  Сторона основания правильной треугольной 
призмы 111 CBABCA  равна 2, а диагональ боко-
вой грани равна 5 . Найдите угол между плос-
костью BCA1  и плоскостью основания призмы. 
Ответ: 30 . 
12. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, найдите 
угол между плоскостями 

1ACВ  и ВСA 11 . 

Ответ: 
7
1arccos . 

13. (Демо 2010) Сторона основания правильной 
треугольной призмы 111 CBABCA  равна 2, а диа-
гональ боковой грани равна  5 . Найдите угол 
между плоскостью  BCA1  и плоскостью основа-
ния призмы. 
Ответ: 30 . 
14. В правильной треугольной призме 

111 CBABCA , все ребра которой равны 1, точки D, 
Е – середины ребер соответственно 11ВA  и 11CА . 
Найдите тангенс угла между плоскостями АDЕ  
и  1ВCC . 

Ответ: 
4
3 . 

15. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является равнобедренный 
треугольник АВС, в котором ,10== BCAB  

.16=AC Боковое ребро призмы равно 24. Точка  
Р – середина ребра  1BB . Найдите тангенс угла 
между плоскостями  111 CBA   и  АСР. 
Ответ: 2. 
16. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является равнобедренный 
треугольник АВС, в котором ,20== BCAB  

.32=AC Боковое ребро призмы равно 24. Точка  
Р принадлежит ребра  1BB , причем 

.3:1: 1 =PBBP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  111 CBA   и  АСР. 
Ответ: 0,5. 
17. Основанием прямой треугольной 
призмы 111 CBABCA  является треугольник АВС, 
в котором ,8== ACAB  а один из углов равен 
60 . На ребре 1AA  отмечена точка  Р так, что 

.1:2: 1 =PAAP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  АВС и СВР, если расстояние меж-
ду прямыми АВ  и  11BC  равно 318 . 
Ответ: 3. 
18. Основанием прямой треугольной 
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призмы 111 CBABCA  является треугольник АВС, 
в котором ,6== BCAC  а один из углов равен 
60 . На ребре 1CC  отмечена точка  Р так, что 

.1:2: 1 =PCCP  Найдите тангенс угла между 
плоскостями  АВС и АВР, если расстояние меж-
ду прямыми АС  и  11BA  равно 318 . 
Ответ: 4. 
19. Основанием прямой призмы 

111 CBABCA  является прямоугольный треуголь-
ник АВС с гипотенузой АС. Найдите тангенс уг-
ла между плоскостью 111 CBA  и плоскостью, 
проходящей через середину ребра  1AA  и пря-
мую ВС, если ,4=AB   .121 =BB  
Ответ: 1,5. 
20. Основание пирамиды DABC - равнобедрен-
ный треугольник  АВС, в котором  

,13== BCAB  .24=AC  Ребро DB перпендику-
лярно плоскости основания и равно 20. Найдите 
тангенс двугранного угла при ребре АС.  
Ответ: 4. 
21. В правильной четырехугольной пирамиде  
SABCD, все ребра которой равны 1, найдите ко-
синус угла между плоскостями АВС  и  BCS. 

Ответ: 
3
3 .  

22. Диаметр окружности основания цилиндра 
равен 20, образующая цилиндра равна 28. Плос-
кость пересекает его основания по хордам дли-
ны 12 и 16. Найдите тангенс угла между этой 
плоскостью и плоскостью основания цилиндра. 
Ответ: 2 или 14. 
23. Диаметр окружности основания цилиндра 
равен 26, образующая цилиндра равна 21. Плос-
кость пересекает его основания по хордам дли-
ны 24 и 10. Найдите тангенс угла между этой 
плоскостью и плоскостью основания цилиндра. 

Ответ: 3 или 
17
21 . 

 
 

8. Разные задачи 
 

1. Найдите радиус сферы, внутри которой рас-
положены четыре шара радиуса  r. Каждый из 
этих шаров касается трех других и поверхности 
сферы. 

Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
61r . 

2. Три сферы, попарно касаясь друг друга, каса-
ются плоскости треугольника в его вершинах. 
Найти радиусы сфер, если   

стороны треугольника равны а, b и с. 

Ответ: 
b

ac
a

bc
c

ab
2

;
2

;
2

. 

3. Плоскость пересекает боковые ребра  SA,   SB  
и  SC  треугольной пирамиды  SABC  в точках  
K,  L и  M  соответственно. В каком отношении 
делит эта плоскость объем пирамиды, если из-

вестно, что  2==
LB
SL

KA
SK , а медиану  SN  тре-

угольника  SBC эта плоскость делит пополам. 

Ответ: .
37
8  

4. Найти угол при вершине в осевом сечении 
конуса, если на его поверхности можно провес-
ти три попарно перпендикулярные образующие. 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1arccos . 

5. Какие значения принимает угол между обра-
зующими конуса, если его образующая в два 
раза больше радиуса основания? 
Ответ: ( ]60;0 . 
 

9. Координатный метод 
 

Пример 8. В единичном кубе 1111 DCBABCDA   
точки Е  и  К  - середины ребер 1AA   и CD  соот-
ветственно, а точка  М  расположена на диаго-
нали 11DB  так, что .2 11 MDMB =   Найдите рас-
стояние между точками Q и L, где Q – середина 
отрезка ЕМ, а  L – точка отрезка  МК такая, что 

.2LKML =  
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 7. Тогда 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;0;0Е , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

2
1;1К , )1;1;0(1В , )1;0;1(1D . Для 

нахождения координат точки М используем 
формулу координат точки, делящей отрезок 

11DB  в отношении 2:1. Имеем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅+

+
⋅+

+
⋅+ 1;

3
1;

3
2

21
121;

21
021;

21
120М . Анало-

гично получим координаты точки L, делящей 
отрезок МК  в отношении 2:1. Имеем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⋅+

+

⋅+

+

⋅+

3
1;

9
4;

9
8

21
021;

21
2
12

3
1

;
21

12
3
2

L   Коор-

динаты точки Q равны полусуммам соответст-
вующих координат точек Е и  М, поэтому 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
3;

6
1;

3
1Q . Применим формулу для расстояния 

между точками с заданными координатами  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

222

3
1

4
3

9
4

6
1

9
8

3
1QL  

36
295

36
725

2 == . 

 
 

Рис. 7 
 

Ответ: 
36

295 . 

 
Пример 9. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1А  до плоскости 

1BDC . 
Решение. Составим уравнение плоскости, про-
ходящей через точки )0;1;0(B , )0;0;1(D  и 

)1;1;1(1C . Для этого подставим координаты этих 
точек в общее уравнение плоскости 

0=+++ DCzByAx . Получим систему уравне-
ний  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+
=+

0
0
0

DCBA
DA
DB

 или  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

DC
DA
DB

 Отсюда нахо-

дим уравнение 0=++−− DDzDyDx  или  
01 =−−+ zyx . По формуле находим расстоя-

ние от точки )1;0;0(1А  до плоскости  1BDC=β :  

( )
3

2
111
1100

;1 =
++

−−+
=βρ А .  

 
 

 
 

Рис. 8 
 

Ответ: 
3

2 . 

 
10. Координатно-векторный метод 

 
Пример 10. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между диагональю куба 

1BD  и диагональю грани 1AB . 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат (рис. 9), тогда  

)0;0;0(А , )0;1;0(В , )1;1;0(1В , )1;0;1(1D . 
Пусть EF – общий перпендикуляр скрещиваю-
щихся прямых 1BD  и 1AB , то есть 1ABEF ⊥ , 

1BDEF ⊥ , причем 1ABE ∈  и 1BDF ∈ . Обозна-

чим 
EB

AE

1

=λ , 
FD

BF

1

=μ  и воспользуемся фор-

мулами для координат точки, которая делит 
данный отрезок в заданном отношении. Полу-

чим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++ λ
λ

λ
λ

1
;

1
;0E , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++ μ
μ

μμ
μ

1
;

1
1;

1
F . 

Пусть p=
+ λ
λ

1
, q=

+ μ
μ

1
, тогда );;0( ppE , 

);1;( qqqF − . Так как вектор 
);1;( pqpqqEF −−−= должен быть перпенди-

кулярным векторам )1;1;0(1 =AB  и 
)1;1;1(1 −=BD , то имеем систему уравнений: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1

1

EFBD

EFAB
 или 

⎩
⎨
⎧

=−+++−
=−+−−

01
01
pqpqq

pqpq
 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

3
1
2
1

q

p
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Отсюда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
1;

6
1;

3
1EF , 

6
1

36
1

36
1

9
1

=++== EFEF . 

 

 
 

Рис. 9 
 

Ответ: 
6

1 . 

 
Пример 11. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между прямыми АЕ и DF, где Е и 
F – точки, расположенные на ребрах CD и 11DC  

так, что DCDE
3
1

= , 111 3
1 DCFC = . 

Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 10. Тогда 

)0;0;0(А , )0;0;1(D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

3
1;1Е , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

3
2;1F , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0;

3
1;1AE , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1;

3
2;0DF ,  

130
2

3
13

3
10

9
2

cos =
⋅

=
⋅

⋅
=

DFAE

DFAE
α , 

130
2arccos=α , где α - искомый угол. 

 

 
 

Рис. 10 
 

Ответ: 
130
2arccos . 

 
Пример 12. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между прямой 1АD  
и плоскостью α, проходящей через точки 1А , Е 
и F, где точка Е – середина ребра 11DC , а точка 
F лежит на ребре 1DD , так, что DFFD 21 = . 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 11. Тогда  

)0;0;0(А , )1;0;0(1А , )1;0;1(1D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1;1Е , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1;0;1F , ( )1;0;11 =АD , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0;

2
1;11EA , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
2;0;11FА . Пусть );;( zyxn =  - вектор, 

перпендикулярный плоскости α,  ϕ - искомый 

угол. Тогда 
nAD

nAD

⋅

⋅
=

1

1
sinϕ . 

    Вектор n  найдем из условий перпендикуляр-
ности этого вектора векторам  

EA1  и FА1 , т.е. из условий  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1

1

FAn

EAn
 или 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

0
3
2

0
2

zx

yx
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

=
−=

.5,1
2
xz
xy

 Пусть 

2=x , тогда 4−=y , 3=z  и )3;4;2( −=n , 

29=n . 
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Так как 531)4(0211 =⋅+−⋅+⋅=⋅ nAD , 

21 =AD , то 
58
5sin =ϕ . 

 
 

Рис. 11 
 

Ответ: 
58
5arcsin . 

 
Пример 13. Найдите угол между плоскостями 

05632 =−++ zyx  и 07244 =−++ zyx . 
Решение. Рассмотрим векторы  )6;3;2(=n  и  

)2;4;4(=m , перпендикулярные к данным плос-
костям. Искомый угол найдем по формуле 

mn

mn

⋅

⋅
=ϕcos .  

Так как 32264342 =⋅+⋅+⋅=⋅mn , 
73694 =++=n , 641616 =++=m , то 

21
16cos =ϕ , откуда 

21
16arccos =ϕ . 

 

Ответ: 
21
16arccos . 

 
 
Пример 14. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите угол между плоскостями EAD1  и 

FCD1 , где точки Е и F – середины ребер 11ВА  и 

11СВ  соответственно. 
Решение. Введем прямоугольную систему коор-
динат, как указано на рисунке 12. Тогда  

)0;0;0(А , )0;1;1(С , )1;0;1(1D , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1;0Е , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;1;

2
1F , ( )1;0;11 =АD , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1;

2
1;0AE , 

( )1;1;01 −=СD , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1;0;

2
1СF . 

Найдем вектор  );;( zyxn = , перпендикулярный 
плоскости EAD1 . Этот вектор должен быть пер-
пендикулярным векторам AE  и 1АD  и поэтому  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

1ADn

AEn
 ⇔ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

0

0
2

zx

zy
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
2
zx

zy
 

Пусть 1−=z , тогда 1=x , 2=y  и )1;2;1( −=n . 
Найдем вектор );;( zyxm = , перпендикулярный 
плоскости FCD1 . Этот вектор должен быть 
перпендикулярным векторам 1СD  и СF  и по-
этому  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

01

CFm

CDm
 ⇔ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+−

0
2

0

zx
zy

 ⇔ 
⎩
⎨
⎧

=
=

.2zx
zy

 

Пусть 1=z , тогда 2=x , 1=y  и )1;1;2(=m . 
Для нахождения искомого угла ϕ  используем 

формулу 
mn

mn

⋅

⋅
=ϕcos . Так как  

31)1(1221 =⋅−+⋅+⋅=⋅mn , 6=n , 6=m , 

то 
2
1cos =ϕ , откуда 60=ϕ . 

 
 

Рис. 12 
Ответ: 60 . 

 
 
 
 
 



 18

11. Векторный метод 
 
Пример 15. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
на диагоналях граней 1AD  и 11BD  взяты точки Е 

и F так, что 11 3
1 ADED = , 111 3

2 BDFD = . Найди-

те длину отрезка EF. 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

1), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим вектор FE  через базисные векторы  a , 
b , c :  

( ) ( ) ( )=−++++−=++= bacbcaFBABEAFE
3
1

3
2

11

cba
3
1

3
2

3
1

++−= . Тогда  

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−==

9
1

9
4

9
1

3
1

3
2

3
1 2

2
cbaFEFE

3
6

9
6
== . 

Ответ: 
3
6 . 

 
Пример 16. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1D   до прямой  РQ, 
где  Р и Q – середины соответственно ребер 

11BA  и ВС. 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

1), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим вектор PQ  через базисные векторы  a , 
b , c :  

cbaacbBQBBPBPQ −+=+−=++=
2
1

2
1

2
1

2
1

11

. abPD +−=
2
1

1 . Пусть PQND ⊥1 , где 

PQN ∈ . Выразим вектор ND1 , учитывая кол-
линеарность векторов PN   и  PQ :   

111 PDPQxPDPNND −⋅=−= . Так как 
PQND ⊥1 , то 01 =⋅ PQND . Отсюда получаем 

( ) 01 =⋅−⋅ PQPDPQx ,  PQPDPQx ⋅=⋅ 1

2
,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅ cbaabcbax

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 2

, 

4
1

2
11

4
1

4
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅х , 

6
1

=х . 

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−⋅= abcbаPDPQND

2
1

2
1

2
1

6
1

6
1

11  

cba
6
1

12
7

12
11

−+−= .  

Длина вектора  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−==

2
2

11 6
1

12
7

12
11 cbaNDND . 

12
174

36
1

144
49

144
121

=++= . 

 
 

Рис. 13 

Ответ:  
12
174 . 

 
Пример 17. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние от точки 1А  до плоскости 

1BDC . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

14), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Выразим некоторые векторы  через базисные 
векторы  a , b , c :  abDB −= , cbDC +=1 , 

baAC −−=11 . Пусть 11 BDCМА ⊥ , где 

1BDCM ∈ . Вектор 11 DCyDBxMC ⋅+⋅= , по-
этому 

( )1111111 DCyDBxACMCACMA ⋅+⋅−=−= . 

Далее имеем 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊥

⊥

11

1

DCMA

DBMA
 ⇔  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

0

11

1

DCMA

DBMA
 ⇔ 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅+⋅⋅−⋅

=⋅⋅+⋅−⋅

0

0
2

11111

1

2

11

DCyDCDBxDCAC

DBDCyDBxDBAC
 

Так как ( )( ) 0
22

11 =−=−−−=⋅ baabbaDBAC , 

( )( ) 1
2

1 ==−+=⋅ babcbDBDC ,  
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( )( ) 1
2

111 −=−=−−+=⋅ bbacbACDC , 

( ) 2
2222
=+=−= ababDB , 

( ) 2
2222

1 =+=+= cbcbDC , то имеем  

⎩
⎨
⎧

=⋅+⋅−−
=⋅+⋅−

0)21(1
0)12(0

yx
yx

 ⇔ 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+

12
02

yx
yx

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

3
2

3
1

y

x
 

Отсюда получаем 

( ) ( ) cbacbabbaMA
3
2

3
2

3
2

3
2

3
1

1 +−−=++−−−−=

3
32

9
4

9
4

9
4

3
2

3
2

3
2 2

1 =++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= cbaMA

. 

Ответ:  
3

32 . 

 

 
 

Рис. 14 
 

Пример 18. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между прямыми 1AB  и BD . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

15), тогда 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Если M  и  N – основания общего перпендикуля-
ра прямых 1AB  и BD  соответственно, то имеем 

cbAB +=1 ,  abDB −= ,  
=⋅++⋅=++= DByaABxDNADMAMN 1  

( ) ( ) =−+++= abyacbx  

cxbyxay ⋅+⋅++⋅−= )()1( . 
Вектор MN  перпендикулярен векторам 1AB  и 
DB , поэтому имеем  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅

=⋅

0

01

BDMN

ABMN
 ⇔ 

( )( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−⋅+⋅++⋅−

=+⋅+⋅++⋅−

0)()1(

0)()1(

abcxbyxay

cbcxbyxay
 ⇔ 

⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅++⋅−−

=⋅+⋅+

0)()1(

0)(
22

22

byxay

cxbyx
 ⇔ 

⎩
⎨
⎧

=−+
=+

012
02

yx
yx

 ⇔ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

3
2

3
1

y

x
 

Итак, 

( ) ( ) cbaabacbMN
3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

−+=−+++−= ,  

3
3

9
1

9
1

9
1

3
1

3
1

3
1 2

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= cbaMN . 

 

 
 

Рис. 15 
 

Ответ: 
3
3 . 

 
Пример 19. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми EF  и  PQ,  где  E,  F,   P,  Q – 
середины ребер 1DD ,  BC, 1AA  и  11CB  соответ-
ственно. 
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Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

16), где 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . То-

гда abcCFDCEDEF
2
1

2
1

−+−=++= ,  

abcQBBAPAPQ
2
1

2
1

1111 ++=++= , откуда на-

ходим  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⋅ abcabcEFPQ

2
1

2
1

2
1

2
1  

2
1

4
1

4
11

4
1

4
1 222

=−−=−−= acb , 

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

222
2

4
1

4
1

2
1

2
1 abcabcPQ  

2
3

4
11

4
1

=++= , 

=++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=

222
2

4
1

4
1

2
1

2
1 abcabcEF

2
3

4
11

4
1

=++= , 

3
1

2
3:

2
1cos ==

⋅

⋅
=

EFPQ

EFPQ
ϕ , 

3
1arccos=ϕ , где ϕ 

- искомый угол. 
 

 
 

Рис. 16 
 

Ответ: 
3
1arccos . 

   
Пример 20. В правильной четырехугольной пи-
рамиде SABCD , все ребра которой равны 1, 
найдите угол между прямой DE, где  E – сере-

дина апофемы   SF  грани  ASB, и плоскостью  
ASC. 
Решение. Так как прямая ОD перпендикулярна 
плоскости ASC, то вектор OD  является векто-
ром нормали плоскости ASC.  
Пусть aAD = , bAB = , cAS =  (рис. 17), где 

1=== cba , 0=⋅ba ,  

2
160cos

2
==⋅=⋅ acbca . Тогда  

( ) ( )baabaADOAOD −=++−=+=
2
1

2
1 ,  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−=++= bcbaFEAFDADE

2
1

2
1

2
1  

cba
2
1

4
1

++−= , 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=⋅ bacbaODDE

2
1

2
1

2
1

4
1  

8
3

8
1

2
1

4
1

4
1

8
1

2
1 22

=−=⋅−⋅+−−= cbcaba , 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

2

2
1

4
1 cbaDE

=⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−++= cbcacba
2
1

4
12

2
12

4
1

16
1 222

 

16
15

8
1

2
1

4
1

16
11 =+−++= , 

2
1

4
1

4
1

2
1

2
1 2

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= baOD , 

30
32

15
4

8
3sin =⋅⋅=

⋅

⋅
=

ODDE

ODDE
ϕ , 

30
3arcsin=ϕ , где ϕ - искомый угол. 

 
 

Рис. 17 
 

Ответ: 
30
3arcsin . 
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Пример 21. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и DBC1 . 
Решение. Пусть aAD = , bAB = , cAA =1  (рис. 

18), где 1=== cba , 0=⋅=⋅=⋅ cbcaba . 

Векторы 1BD  и 1CA  являются векторами нор-
мали плоскостей CAB1  и DBC1  соответственно, 
так как  CABBD 11 ⊥  и DBCCA 11 ⊥ . Тогда 

cbaBD +−=1 , cbaCA +−−=1 ,  

( )( ) 1
222

11 =++−=+−−+−=⋅ cbacbacbaCABD

( ) 3
2222

1 =++=+−= cbacbaBD , 

( ) 3
2222

1 =++=+−−= cbacbaCA ,  

3
1

33
1cos

11

11
=

⋅
=

⋅

⋅
=

CABD

CABD
ϕ , 

3
1arccos=ϕ , 

где ϕ - искомый угол. 
 

 
 

Рис. 18 
 

Ответ: 
3
1arccos . 

 
12. Метод объемов 

 
• При составлении уравнения используется объ-
ем фигуры, выраженный двумя независимыми 
способами. 
 
Пример 22. Ребро куба 1111 DCBABCDA  равно  а. 
Найдите расстояние от точки С до плоскости 

1BDC . 

Решение. Искомое расстояние х равно высоте 
CQ (рис. 19), опущенной в пирамиде 1BCDC  из 
вершины С на основание 1BDC . 
     Объем этой пирамиды равен  

62
1

3
1

3
1 3

11
aCCCDBCCCSBCD =⋅⋅⋅⋅=⋅ . С другой 

стороны, так как треугольник  1BDC  равносто-
ронний со стороной 2а , объем пирамиды ра-

вен ( ) xaxaCQS DBC ⋅=⋅⋅=⋅
6

3
4

32
3
1

3
1 22

1
. От-

сюда получаем уравнение  xaa
⋅=

6
3

6

23

, из ко-

торого находим  
3

3ax = . 

 

 
 

Рис. 19 
 

Ответ: 
3

3a . 

 
 

13. Метод ключевых задач 
 

Ключевая задача № 1 
 
• Если S – площадь фигуры Ф, расположенной в 
плоскости α , S ′  - площадь проекции фигуры Ф 
на плоскость β , то справедлива формула 

( )
S
S ′

=∠ βα ;cos . 

 
Пример 23. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и АВС. 
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Решение. Пусть α - искомый угол. Используем 
соотношение αcos

1
⋅= CABABC SS  (рис. 20), где 

2
1

=ABCS , ( )
2
3

4
32

2

1
==CABS  (треугольник 

CAB1  равносторонний). Отсюда имеем 

3
1

2
3:

2
1cos ==α , 

3
3arccos=α . 

 

 
 

Рис. 20 
 

Ответ: 
3
3arccos . 

 
Ключевая задача № 2 (теорема о трех синусах) 

 
• Пусть в одной из граней двугранного угла, ве-
личина которого равна  α, проведена прямая, 
составляющая с ребром двугранного угла угол β  
( 900 << β ), γ - величина угла между этой 
прямой и другой гранью. Тогда справедливо 
следующее соотношение: 

βαγ sinsinsin = . 
 

Пример 24. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между плоскостями CAB1  и АВС. 
Решение. Пусть α - искомый угол (рис. 20). Так 
как 601 =∠= ACBβ , 451 =∠= ABBγ , то име-

ем 60sinsin45sin α= , 
3
2

2
3:

2
2sin ==α , 

3
2arcsin=α . 

Ответ: 
3
2arcsin . 

 
Ключевая задача № 3 (теорема о трех косину-
сах) 

 
• Пусть α - величина угла между наклонной l и 
ее проекцией на некоторую плоскость, β - вели-
чина угла между проекцией наклонной l и пря-
мой, проведенной через основание той же на-
клонной в плоскости проекции, и γ - величина 
угла между наклонной l и прямой, проведенной 
через ее основание в плоскости проекции. Тогда 
справедливо следующее соотношение: 

βαγ coscoscos = . 
 

Пример 25. Угол между боковыми ребрами 
правильной четырехугольной пирамиды, не ле-
жащими в одной грани, равен 120°. Найдите 
плоский угол при вершине пирамиды. 
Решение. В правильной четырехугольной пира-
миде SABCD  проведем диагональное сечение  
ASC (рис. 21); SD – наклонная к плоскости сече-
ния,  SO - высота пирамиды и проекция SD на 
эту плоскость,  SC – прямая, проведенная в 
плоскости  ASC через основание наклонной. По 
условию 120=∠ASC .  
    На основании теоремы о трех косинусах име-
ем:  

CSODSODSC ∠⋅∠=∠ coscoscos . 
Отсюда 

4
160cos60cos60coscos 2 ==⋅=∠DSC , 

4
1arccos=∠DSC . 

 

 
 

Рис. 21 
 

Ответ: 
4
1arccos . 
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Ключевая задача № 4 (теорема косинусов для 
трехгранного угла) 

 
• Пусть для трехгранного угла плоские углы 
равны α, β  и  γ  и двугранный угол при ребре, 
противолежащий плоскому углу γ,  равен ϕ. То-
гда справедливо следующее соотношение: 

βα
βαγϕ

sinsin
coscoscoscos

⋅
⋅−

= . 

 
Пример 26. В кубе 1111 DCBABCDA  найдите угол 
между прямыми 1AD   и  DM , где М – середина 
ребра 11CD . 
Решение. Пусть ребро куба равно 1,  N – середи-
на ребра 11ВА , тогда искомый угол γ  равен углу 
между 1AD   и  AN (рис. 22). Используем теоре-
му косинусов для трехгранного угла с вершиной  
А, в котором α=∠ 11 ADA ,  β=∠ ANA1 ,  

γ=∠ 1NAD . Так как 90=ϕ , то имеем 
βαγ coscoscos = . 

     Из треугольника 11 ADA  находим 

2
245coscos ==α , из треугольника ANA1  по-

лучаем 
5

2
2
5:1cos 1 ===

AN
AA

β . Отсюда 

5
2

5
2

2
2cos =⋅=γ , 

5
2arccos=γ . 

 

 
 

Рис. 22 

Ответ: 
5
2arccos . 

 
Ключевая задача № 5 
 

• Если некоторая прямая образует углы α, β и γ с 
тремя попарно перпендикулярными прямыми, 
то 1coscoscos 222 =++ γβα . 
 
Пример 27. Дан прямоугольный параллелепи-
пед .1111 DCBABCDA  Его диагональ  DВ1 состав-
ляет с ребром AD  угол 45 , а с ребром DC  
угол ,60  Найдите угол между прямыми DВ1  и 

1DD . 
Решение. Используем соотношение 

1coscoscos 222 =++ γβα , где α=∠ 1ADB ,   
β=∠ 1CDB , γ=∠ 11DBD   (рис. 23). Получаем 

1cos60cos45cos 222 =++ γ , 

4
1

2
1

4
11cos2 =−−=γ , 

2
1cos =γ , 60=γ . 

 

 
 

Рис. 23 
 

Ответ: 60 . 
 
Ключевая задача № 6   
 
• Если  AB  и   CD – скрещивающиеся ребра 
треугольной пирамиды ABCD, r – расстояние 
между ними, аАВ = ,  bCD = , ϕ - угол между  
AB  и   CD, V – объем пирамиды ABCD, то 

ϕsin
6

ab
Vr = . 

 
Пример 28. В единичном кубе 1111 DCBABCDA  
найдите расстояние между диагональю куба 

1BD  и диагональю грани 1AB . 
Решение. Найдем искомое расстояние по фор-

муле 
ϕsin

6

11 BDAB
Vr

⋅
= , где V – объем пирами-
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ды 11DABB  (рис. 24),  21 =AB , 31 =BD , 

2
πϕ =  - угол между прямыми 1BD  и 1AB . Так 

как площадь основания 1АВВ  пирамиды 

11DABB  равна 
2
1 , а высота  11DA  равна 1, то 

6
1

=V . Следовательно, 
6

1
32

1
=

⋅
=r . 

 

 
 

Рис. 24 
 

Ответ: 
6

1 . 
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